APENDICE B

EL PROBLEMA DEL PLANIFICADOR
SOCIAL

El problema de un planificador social benevolente es asignar
trabajo y capital entre ciudades y a lo largo del tiempo, de forma
que la utilidad de los individuos es maximizada. Para simplificar
notacion, se omiten los subindices de tiempo en la mayoria de las
expresiones siguientes:
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donde Y/ = (N)4K), 0 <a<1,0<B<I1,ya+ B>1,para
cualquier j = A, B. La constante N representa la poblacién nacio-
nal, I’y K’ respectivamente denotan la tasa de inversién y el stock
inicial de capital instalado en la ciudad j, j = A,B,y 6 € (0, 1) es
la tasa de depreciacion del capital. Para solucionar este problema,
se procede a dividirlo en dos etapas.
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Etapa 1: Asignaciéon 6ptima del trabajo

En esta etapa, tomando como dados los niveles de capital ins-
talado, el planificador social elige la cantidad 6ptima de trabajo en
cada ciudad. Este problema es estdtico y se reduce a maximizar la
produccion nacional. Es decir,

max{YA +YB}
Y Ni=N
j=A.B

Yi=(N)*(Ki),Vj=AB
K/ dado,Vj=A,B

La solucion de este problema es

B
NA kA 1o
NE [k_B] Q)

donde k/ = %, J=A,B representa el stock de capital per capita
instalado en la ciudad j.

De forma similar se definen las siguientes variables per cdpita:
yi= %,ii E%. Sustituyendo esta asignacién Optima en la fun-

cién de produccién agregada del pais, se obtiene la siguiente fun-
cién de valor:

f= 2 yiNT)=Qre

j=A.B

donde la poblacion nacional ha sido normalizada a 1 y
B
Q= 2 (k7)i-a. Se define el producto marginal del capital en la

Jj=A.B
ciudad j como

B
==L = BO-o(ki)ia (6)
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Etapa 2: Asignacion 6ptima del capital

En esta etapa del problema, el capital es asignado entre ciuda-
des y a lo largo del tiempo, de forma que se maximiza el valor pre-
sente de la utilidad. Este problema dindmico se puede escribir en
términos per cdpita como sigue:

o

max Ie‘P’ In(c)dt
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i+ Y, glki)+c=f(kA,k?)

j=A.B j=A.B
ki=ii—8ki,Nj=A,B
i/ >0,Vj=A,B

k,/ dado, Vj=A,B

Noétese que la funcion de valor obtenida en la etapa 1 se utiliza
aqui en la parte derecha de la restriccion de recursos. E1 Hamilto-
niano de este problema es

H=erlnc+A| f— Y ii— Y, gk —c|+ Y, pi[il—6ki]

J=A.B J=A.B j=A.B

donde A, u/, j = A,B son multiplicadores de Lagrange. Este pro-
blema tiene tres variables de control (¢, i, i®) y dos variables de
estado (k%, k®). Las condiciones de primer orden para la ciudad j
son:

M _genloy (7)
dc c
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y la condicion de transversalidad es

lim __k/u/=0 (10)

Como en el problema descentralizado, es claro que, debido a
la presencia de rendimientos crecientes de escala, el capital es mas
productivo en la mayor ciudad, es decir f, > f,, Vk* > k*> 0.

Los supuestos 1-3 del problema descentralizado se asumen tam-
bién aqui. Las unicas dos diferencias son que, en primer lugar, el
periodo de convergencia 7 es diferente del que se define en el equi-
librio competitivo. En segundo lugar, como se muestra seguida-
mente, el producto marginal bruto en la ciudad j es diferente en los
dos problemas.

Como sucedia en el modelo competitivo, dependiendo de los
parametros del modelo, el estado estacionario de la economia puede
estar caracterizado por una distribucion degenerada del tamafio de
ciudad, donde todas las ciudades tienen los mismos niveles de pobla-
cién y capital (el caso de convergencia) o por una estructura con
ciudades de diferente tamafo (el caso de no convergencia). La evo-
lucion cualitativa de la economia se muestra, como en el escena-
rio con mercados competitivos, en los graficos 3-6.

Equivalencia entre los dos problemas

Para hacer los dos problemas comparables, es necesario asumir
que B = v — o + 1. Puesto que en el problema del planificador,
el parametro f3 se restringe a tomar valores entre 0 y 1, esto implica
la siguiente restriccion en el pardmetro de la externalidad y.

0<y<a

En el equilibrio competitivo, la presencia de una externalidad
positiva del capital medio de una ciudad en cada una de las empre-
sas que operan en ella implica una tasa de inversion subdptima en
cada momento del tiempo. Esta tasa de inversion baja genera dos
tipos de ineficiencia en la economia. La primera es la ineficiencia
estdndar a la ROMER (1986). Esto puede verse claramente en las
expresiones del producto marginal del capital [ecuaciones (3) y
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(6)]. Puesto que 1—a < f3, las empresas invierten demasiado poco
en la economia descentralizada, lo que implica una tasa de creci-
miento demasiado baja.

La segunda ineficiencia tiene que ver con los costes de con-
gestion. Puesto que estos costes son convexos, es 6ptimo construir
ciudades de tamafo similar. En el caso de no convergencia, estd

kA mercado kA planificador
claro que [k_B) > [k_B) , mientras que en el caso de

convergencia, el ratio del mercado es estrictamente superior al del
planificador durante al menos un periodo.

DEMOSTRACIONES
Proposicion 1: f, > f,, Vk* > k* > 0

Demostracién: f, > f, implica

B, B,
(ktyima " > (kP)i-a

v
A \l-o
(k—) >1

kB

Esto es cierto siempre que k4 > k# > 0, ya que los rendimien-
tos crecientes de escala implican ¢y > 0 Q.E.D.

Es decir,

Proposicion 2: La tasa de crecimiento del consumo per capita
viene dado por

fi—p-8,Vte(0.,]

Y. = fj —p—6,Vte(f,t*],‘v’j:A,B
C
0,Vt>t"
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Demostracion: Reescribase el problema de la familia como:

=

max Je—/’f In(c)dt

j=A,B Jj=A.B
2i=il,Nj=A,B
i’>20,Vj=A,B

z,/ dado, Vj=A,B

donde i’ representa la tasa neta de inversion en el activo j. El Hamil-
toniano de este problema es

H=erlnc+v| o+ )Y, rizi—c= Y, il |+ Y, 0iis

Jj=A.B j=A.B Jj=A.B

Donde v y ¢/, j = A,B son multiplicadores de Lagrange. Las
condiciones de primer orden vienen dadas por

M ysenlog (11)
oc c

§£SO¢:—v+wso (12)
di/

B_H =0 = vri=—0i (13)
0z/

Supéngase que, en el intervalo de tiempo (0, 7], i# > i* = 0.
Esto implica que v = 6%y, por lo tanto, de (13)

3=6—ﬁ (14)
(V]
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Tomando logaritmos y derivadas en (11)

_p_fzg (15)
c U

Si se igualan (14) y (15) se obtiene
Y.=fy—p-9

Como en ese intervalo de tiempo fB <f ', esta politica de inver-
sioén no puede ser 6ptima para los consumidores. La misma légica
implica que cualquier tasa de inversidn positiva en la ciudad B
durante este intervalo es subéptima. En el intervalo de tiempo (7, #¥]
los dos productos marginales netos del capital se igualan y, por
tanto, la tasa de crecimiento del consumo viene dada por

yC:fj—p—&Vj:A,B

ya que la inversion neta es estrictamente positiva en ambas ciuda-
des. Finalmente, en cualquier periodo ¢ > t*, el consumo es cons-
tante, ya que la economia ha alcanzado su estado estacionario.






